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Fid. Sel. naturvid, og mathem. Afh. Fill Deel. C





Ved en algebraisk Function af x ville vi hei' forstaae enhver rational 

Function af .r og z, naar z betyder en Rod af en algebraisk Ligning, 
hvis Coefficienter ere rationale og hele Functioncr af x. Det er be- 
kjendt, at de transcendente Functioncr, hvis Differentialer ere alge
braiske, have den almindelige Egenskab, at Summen af et Antal af saa- 
danne Transcendente, for hvilke de Variable ere Rödder af en vis Lig
ning, kan udtrykkes under endelig Form. De Sætninger, hvorved dette 
iværksættes, og som ligge til Grund for Læren om denne Classe af 
Functioncr, cre, foruden den Eulerske, hvorpaa Læren om de elliptiske 
Functioncr er bygget, de 5 Theoremer af Abel, der findes i Crelles 
Journal für die Mathematik III p. 514 f. (en mindre betydelig Udvi
delse af dette, af Jacobi forekommer sammest. IX p. 99) VI p. 78 og 
IV p. 200, samt de af Poisson, der findes i samme Journal XII p. 89 f. 
Rlandt disse, der saavidt jeg veed, indeholde det nicest Omfattende, man 
i Henseende til de nævnte Transcendente tyender, give kun de to fórste 
Udtrykket for Summen, men de angaae specielle Tilfældej den forste 
er det, der sædvanligen kaldes det Abelske Theorem, og er paa det 
anförte Sted beviist; for den anden findes Beviset i en lille Afhand
ling, jeg for kort Tid siden havde den Ære at forelægge det Kon
gelige Videnskabernes Selskab. Den tredie Sætning er den almindelige, 
men den giver ikke Udtrykket for Summen, saalidt som de nævnte Sæt
ninger af Poisson. Delte er i et Par specielle Tilfælde gjort til Gjen- 
stand for Undersögelscr af Minding, der findes i den anförte Journal 

c*
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X p. 195 f. og’ XI p. 575 f. Desuden ere de nævnte Sætninger udledte 
paa forskjelligc Maader i det specielle og i det almindelige Tilfælde.

>

At sammenfatte dem alle i en enkelt Formel, der med det 
Samme giver Udtrykket for Summen, staaer saaledes, om jeg ikke feiler, 
tilbage. Delte er Opgaven for den Opsats, jeg lier bar den Ære at 
forelægge Selskabet, og den Formel, der loser den, er, som det Fol
gende vil vise, den samme, som jeg i min foregaaende Afhandling an
vendte til at bevise den anden ovenanførte Sætning.

Vi ville först anføre denne Formel. Betegner fx en rational og 
heel Function af a?, hvis Coefficienter ere Funclioner af en anden Varia
bel i/, er 9x en lignende Function, hvilken antages opløst i uligestore 
Factorer nemlig

9 x = A (x—«i) (x—a£ .... Gr—a„)

hvor Æ, a2 .... an afhænge af y, og betegnes

/d 9 x\
med 9’x, samt dennes Værdi naar x = «¿ ved 9’at-,

saa er, idet II (F 0 betyder Coefficienten til — i Udviklingen af Ft efter

nedstigende Potenser af t,

hvor C er uafhængig af y.

Dersom 9 x indeholder ligestore Factorer, t. E. flere Gange Fac
toren X—ai, saa vil denne Formel lide en Modification. Ved at anvende 
Lign. (2.) i min ovennævnte Afhandling vil man let for dette Tilfælde 
danne folgende Sætning.

Naar x = A (x—a^1 1 (x—(x—arf*
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saa træder
z£y\''<+1

1.2.5... (p.¿ + /) (—ly*i  M «¿/
istedet for <?’«£. à y

(I ai

idet <pG“í + 7) betyder ojî man har da
zd“£ + / Ç\

(—l^iftti 
(at—x) çG“î + V ai

d 1
<Zÿ| d ?/

i = n
= S

1=1

I Anvendelsen vil det være ubeqvemt at bringe Bröken ~ til 
<px

mindst Benævning naar dens Tæller og Nævner have fælleds Factorer, 
hvilke i det Folgende dog kun ville forekomme under Formen (x— 
vi ville derfor give Ligningen en for dette Tilfælde passende Form. 
Hvis f X indeholder Factoren (x—a^Piy saa vil [ai blive Nul. Men be
mærker man, at

d^i (—l^ifai
kan skrives saaledes: —----------------------

d ai^i (ai—x^^iV^ai d zt*i  (z—x) (pG“rr*)z

naar efter Differentiationen z sættes = saa seer man, at Ligningen 
efter den bekjendte Regel for gjentagen Differentiation af en Brök redu-

/d^i [\ 
ceres til folgende, hvor f(ft) betyder Ç——J

<ii
(ai—x) (p^í + *) ai

ai
Men —

<pOi+ *)  ai
er efter bekjendte Regler Værdien af

f ai
^ai

og Nævner i denne Brök indeholder Factoren (x—

naar Tæller

denne sidste
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han altsaa sættes istedetfor hiin. Videre ville i det Folgende Integra
lerne under Tegnet S ikke indeholde nogen anden af y afhængig Stör
reise end a¡, Ifölge disse Bemærkninger ville de to Formler kunne 
skrives saaledes:

Den anden af disse lader sig ogsaa umiddelbart udlede af den fürste 
ved at antage, at flere enkelte Factorer i 9 æ blive hinanden lige; dens 
Anvendelse bebo ver ingen særskildt Betragtning, det vil være tilstrække
ligt at vise, at Ligningen (1.) indeholder Hovedsætningerne angaaende 
den ovenomtalte Classe af transcendente Functioner.

Denne er indbefattet under den almindelige Form

f TC (æ, z) dxy

hvor K er en rational Function og z betegner en Rod af Ligningen

Z=zTO + Pi zm~*  + zm~2 4----------- 1- pm_i z 4- pm = O,

hvis Coefficienter p2, p3.. .pin ere rationale og hele Functioner af 
x og hvis Rödder være betegnede med z2, Functionen tc vil
altid lade sig reducere til folgende Form

X (x, z)(æ, z~) — y»
-V (æ)

hvor X og V forestille hele Functioner. For at overbevise sig herom be
hover man kun at bemærke, at naar

idet Pr og ere hele Functioner af .v og en Rod z¡, saa vil man, 



25

naar P2, Q2, Q3 o. s. v. betyde de samme Functioner, hvori zt for
andres til z2, z3 0. s. v. have

Ç3 • • • Q»t

Men Nævneren er da en heel og symmetrisk Function af Rödderne, alt- 
saa, efter bekjendte Sætning-er en rational og? heel Function af Coefli- 
cienterne p^ p2... ptn og følgelig ogsaa af x. I Tælleren derimod er 
(?2 (?3 • ’ * Q"‘ Cn heel og symmetrisk F'unction af *2?  —4, • • • men 
denne er ogsaa en heel Function af p2...pm—i og- 21? tlii antages 

2™ + /?i + p2 Zm-2 -----------1_ = (z—Z¿ (Zm~*  + Sj Z*'* “2

4~ $2 ° 4“ • • • 4~ 7

saa er = pl 4- zx
s2 = p2 -¿-^1^1=P2 + Pi zi + *1

$3 = Pi + S2 Z1 = P3 + P2 Z1 + Pl Z1 + 21S

&c.;
allsaa er enhver heel Function af s1? s2^... sm_i, — og? ved en saadan 
kan som bekjendt en heel og’ symmetrisk Function af *2 z3 * • ‘ ? der ere
Rödder af Ligningen zm—* 4- zm~2 4- s2 zm~ö 4- • • • + Sm—1 =■ O, udtryk
kes, — og-saa en heel Function af Coefficientcrne jij ,p2? • • Pm—l) altsaa af x, 
og zv Fremdeles er en lignende Function, hvoraf folger, at ft (x, 2) 
altid kan sættes under den angivne Form, hvor naturligviis Graden af 
a med Hensyn til z, formedelst den givne Ligning Z —O altid kan 
bringes ned under dennes Grad.

Vi betragte altsaa Integraler af Formen

Forbindes Ligningen Z — O med en anden

92 = ^ 2m 4~ V2 ~ • • • • + z 7,n z=
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hvor </1? q^ • • q>n ere Functioner af x og- y, men rationale og hele med 
Hensvn til x, saa vil den Ligning, der fremkommer naar z elimineres, 
efter belyendte Regler kunne skrives saaledes:

G *1  • 0^2 • G 23 .... G 2nt = O .
»

Man antage denne Ligning med Hensyn til x at være af nte Grad og 

betegne dens Rödder med 

man nu i Ligningen (i.)

/* JT G? 2« G Zj G 2g G
— — ------X (ar, Zj) 4- — X (Xj z¿) -J- X (a?, Zj) 4~ • • • 4- k (ar 9 2rø),
9 X G 2j - ^2 G 23 G

hvilken Function er rational og symmetrisk med Hensyn til ^1 ? ^2? • • • 

altsaa rational med Hensyn til x. Rringes den til eens Renævning, saa 
bliver Nævneren

9 X = G • G • G 2g .... G 2jh, 5

hvoraf 9 x = G 2j • G 22 • G Z3 • • • G Zm 4~ ® 22 • G Zj . G z$ ... G zm —. •

Altsaa
f ai G . g Z2 • G 23... G zm . X (ar, z¿) —j— G z¿ . G . G Z3... G zm • X (jr, z«) —4....

9 (li G 2j • G Z2 • G 23 . • . G Zm 4“ G Z2 • ® 2j . G Z3 . . . G Zm 4" • • • •

hvor paa boire Side af Lighedstegnet x sættes — Herved forsvinder
9 ar, altsaa i det mindste een afFactorerne Gzn Gz2 o. s. v., folgelig bliver 

f ai
——= X(«¿9 zk), naar i zk sættes x = ai,
9 ai

idet G Zk er den Factor i 9 ar, der forsvinder naar x = Altsaa giver 
Ligningen (1.), naar denne Værdi indsættes og naar man erindrer, at, 
efterdi X (ar, z) ikke indeholder ?/, er

= X (ar, Zj) log G z^ 4* X (ar, 2?) log G 22 4~ X (ar, Z3) log G z3 4- • • •

4- X (ar, zin) log G zm ¿
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Summen 4*  ax 4. a2 4-. —p an af et Antal n af transcendente Func- 
tioner af Formen

a¿ -/ X («t za)
ai—X

d ai.

Heraf udleder man ved Differentiation med Hensyn til x og ved at be
mærke, at enhver rational Function af ai kan sættes under Formen

-Z^2

yîg —L. - - •-}- —• • • • —J- ?
—J71)ri —x2)ra (ai—X(^)rfu

hvor ^/0, At, A2, ... Aw ere hele Functioncr af «,*,  Summen af n 

Transcendente af Formen

4> fii -/ X(«i, za)
V (a¿)

d ai

ganske paa samme Maade, som dette i et specielt Tilfælde er udfort af 
Abel i hans Afhandling i Crelles Journal III p. 519—20.

Ifald to eller flere af Störrelserne a2,...an cre hinanden lige, 
ville 9 x og fx faae en fælleds Divisor ; t. Ex. naar <p x indeholder en 
Factor (x—aif* 1*,  saa vil f x indeholde Factoren (x—ai)***  og Anven

delsen af Ligningen (2.) vil da indtræde, hvilket ogsaa stemmer med 
hvad Abel har viist i den nys citerede Afhandling p. 517—18.

De Transcendente, som denne Afhandling angaaer, og som sæd- 
vanligen kaldes de Abelske Transcendente, ere indbefattede under fol
gende mere almindelige Form

X ai
--------------  d ai,
(a¿—x) za

hvor X betegner en heel Function. Disse kunne i et enkelt Tilfælde 
summeres lettere. Er nemlig za af Formen caA, hvor ca er constant og
A en Function af x, saa vil Functionen

i G Zj G z2 G Zj ô zm
X x . < ——— —|— -|~ •... -f~

[Zj 9 Zj Z20z2 Z3 ô Z3 ZmÔZ)n
/

Fid. Sel. naturvid, og malhem. ¿ifh. Fill Deel. D
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naar den er bragt til eens Benævning blive en med Hensyn til x rational 
Brök, hvilken vil kunne forkortes med a’S saafremt

z2 23 •-*  * “I- ^1 s3 • • • + ... = 0

eller, hvad der er det samme, saafremt Ligningen Z = 0 mangler det 
fx

næstsidste Led. Sætter man altsaa denne rationale Brök = —, saa kan
9 X 

man tage
9 X = 0 Z1 . 0 Z2 • ^z3 • • • • 0 Zm

ligesom for. Dersom Z — zm—/?, saa ere hine Betingelser opfyldte, 
og man har da, idet /, a, a2, . •• a”1-* ere Rödderne af Ligningen 

ni----
zm—1 = 0 og A = Vp->

Zk = aÅ A •

Man erholder saaledes Summen af n Transcendente af Formen

hvilket er det Theorem af Abel» som findes i den oftnævnte Journal z I
VI p. 78, og som jeg i min foregaaende Afhandling har beviist. Er 
m = £, saa falder man tilbage paa de elliptiske og ultraelliptiske eller 
Abelske Transcendente.

Antager man i den almindelige Sætning Qz = z— y, eller 0z~ 
+ 72? saa bar man, med Tilföielse af Udtrykket for Summen, de 

Theoremcr, som Poisson har angivet i den ovenanförte Afhandling. 
Denne forudsætter imidlertid Coefficienterne i Ligningen Z — O blot 
rationale, ikke, som ovenfor er antaget, tillige hele; men hiin Forud
sætning fores efter bekjendte Regler let tilbage til denne.


